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BINE ATI VENIT !

Bine ati venit in partea Aprofundare a manualului de utilizare a lui Cabri Il Plus.

Aceasta sectiune, Tmpartita n trei capitole, prezintd probleme matematice de nivel superior care devin, datorita
utilizarii lui Cabri Il plus, ludice la explorare si usor de rezolvat. Aceste probleme se adauga la Tutorialul pentru

utilizatorii dornici s continue descoperirea software-ului.

Aceste exercitii sunt concepute pentru nivelul secundar si universitar. Sunt independente unele de altele si
cititorul este invitat sd se inspire din metodele de constructie si si faca exercitiile corespunzitoare. Exercitiile

marcate cu un asterisc au un grad de dificultate mai mare.
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Anrofundare

CAPITOLUL 1

TRIUNGHIURI PODARE

Fie trei puncte oarecare A, B si C construite cu instrumentul [Puncte]Punct L Construim mai intai cele trei

-
drepte (AB), (BC) si (CA) cu instrumentul [Linii|Dreapta . Fie acum un punct oarecare al planului M si
proiectiile ortogonale respective C’, A’ si B’ ale lui M pe aceste trei drepte. Aceste puncte sunt obtinute

construind dreptele perpendiculare pe (AB), (BC) si (CA) care trec prin M, cu ajutorul instrumentului
[Constructii]Dreapta perpendiculara [ k , apoi crednd punctele de intersectie ale fiecirei dintre aceste drepte
cu perpendiculara corespunzatoare, cu ajutorul instrumentului [Puncte]Punct L Instrumentul [Puncte|Punct

=]
permite constructia implicitd a intersectiilor intre obiecte. E suficient sa deplasam cursorul aproape de o
intersectie si programul afiseaza Punct in aceasta intersectie, sau Intersectia... apoi un meniu in caz de

ambiguitate.

Cele trei puncte A’, B’ i C” definesc un triunghi pe care il vom trasa utilizdnd instrumentul [Linii] Triunghi
Este un triunghi podar relativ la ABC. Putem colora interiorul triunghiului cu instrumentul [Atribute]Umple

-

. Ne intereseaza aria acestui triunghi in functie de pozitia punctului M. Aria triunghiului se obtine cu

instrumentul [MasuraArie Acest instrument oferd o arie geometricd intotdeauna pozitiva, care nu tine
seama de orientarea triunghiului. Obtinem o masurd in cm? pe care o putem plasa Tn mod liber pe foaie.
Meniul contextual obtinut printr-un click-dreapta pe numar permite afisarea ariei ,algebrice”, al carei semn

depinde de orientarea triunghiului.
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Area=12.19 cms\

Figura 1.1 — Triunghiul podar corespunzator lui M, si aria lui.

Vom studia variatia ariei lui A’B’C’ in functie de pozitia lui M. Pentru a face acest lucru, exista mai multe

Vo
strategii. Putem de exemplu si activim urma punctului M (instrumentul [Text si simbolurilUrma =" ), apoi si-|

deplasam ncercand si pastram constanta aria lui A’B’C” pentru un mare numdr al pozitiilor lui M.

Aici vom adopta aceastd strategie si vom trasa cercul cu centrul in M avand o arie proportionala cu cea a lui

A’B’C’. Pentru a face aceasta, trebuie mai intdi calculata raza cercului, proportionald cu radacina patrata a ariei

triunghiului. Sa activim instrumentul [Masurare]Calculator ﬁ si sd introducem expresia sqrt( apoi sa
selectionam numarul reprezentand aria triunghiului pentru a-l include in expresie, care devine sqrt(a. Sa
inchidem apoi paranteza si sa mpartim la 10 pentru a evita sa avem cercuri prea mari. Expresia in calculator
este acum sqrt(a)/10. O evaluam facand click pe butonul =, apoi efectuam o alunecare-depunere a rezultatului,

pentru a-| plasa pe foaie.

Pentru a trasa un cerc cu centrul in M si avand raza calculatd anterior, activim instrumentul

[ConstructiilCompas @ Selectionam numdrul calculat plasat anterior pe foaie, apoi punctul M. Obtinem
atunci cercul centrat in M cu raza ciutata. Putem deja observa vizual evolutia ariei triunghiului in functie de

pozitia lui M.
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r=0.35cm
Figura 1.2 — Desendm un cerc centrat in M cu aria proportionala cu

cea alui A'B'C’.

Vom defini acum o grild, apoi il vom redefini pe M ca punct pe aceastd grila, si vom trasa in sfarsit toate
cercurile reprezentand aria triunghiului podar pentru M parcurgand toate punctele grilei. Pentru a defini o grila,

este necesar un sistem de axe. Vom considera axele date, prezente, dar invizibile, in orice figura. Le facem

vizibile alegand optiunea [Atribute]Arata Axele . Apoi activim instrumentul [Atribute|Grila E si

selectionam axele. Apare o grila de puncte.

A B
Area =12.19 cms
r=0.35cm

Figura 1.3 — Construim o grila pornind de la axele date din figura,

apoi il redefinim pe M ca punct liber pe grild.

Punctul M este un punct liber in plan; il vom redefini pentru a-I constrange sa ramana pe grila. S activim

-
.
instrumentul [ConstructiilRedefineste un Obiect ™1™, apoi si-| selectionim pe M, si alegem optiunea

din meniul care apare atunci, apoi sa selectionam un punct de pe grild. Punctul M este acum

constrans sa nu se deplaseze decat pe grila.
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Instrumentul [Constructii]Loc =— permite constructia ansamblului de cercuri obtinute prin deplasarea lui M

pe toatd grila. Selectionam cercul apoi punctul M, pentru a obtine locul cercurilor cand M variaza pe grila.

Demonstram (vezi spre exemplu Geometria lui Marcel Berger, editura CEDIC, item 10.4.5) ca curbele date de
valoarea nivelului ariei triunghiului podar sunt cercuri al caror centru este acelasi cu cel al cercului circumscris
lui ABC. In particular, aria triunghiului A’B’C” este nula daca M este pe cercul circumscris lui ABC, sau, la fel,

punctele A’,B”si C” sunt coliniare daca si numai dacid M este pe cercul circumscris lui ABC.

=12.19¢

r=0.35cm

““Figura 1.4 — Repartizarea ariei triunghiului podar in functie de

pozitia lui M.

Exercitiul 1 - Pentru M pe cercul circumscris triunghiului ABC, cele trei puncte A’, B”si C” sunt deci coliniare si

dreapta care trece prin A’, B’, C’ se numeste dreapta lui Simson' sau dreapta lui Wallace asociatd punctului M.

Acest rezultat mult timp atribuit pe nedrept lui Simson, a fost de fapt publicat de Wallace in 1799. Construiti

infasuratoarea dreptelor lui Simson (utilizati instrumentul [Constructii]Loc -1—‘). n lipsa, acest instrument ofera,
in cazul dreptelor, nu ansamblul dreptelor, ci infasuratoarea lui. Aceastd curba, invarianta printr-o rotatie de
unghi 120°, se numeste deltoida, cici are forma literei A: este deltoida lui Steiner. Ea este tangenta la cele trei
drepte (AB), (BC), (CA). Este o curbi algebrica de gradul 4. Puteti sa verificati aceasta cerand ecuatia ei cu

(x.y)
. . . < . |y=f(x)
ajutorul instrumentului [Masurare]Coordonate sau Ecuatie .

Exercitiul 2 — Pentru deltoida din exercitiul precedent, construiti centrul, cele trei puncte de tangentd cu cele

trei drepte, cele trei varfuri ale curbei, ca si cel mai mare cerc inscris in curba.

! Robert Simson, 1687-1768
2 William Wallace, 1768-1843
3 Jakob Steiner, 1796-1863



Figura 1.5 — Infasuratoarea dreptelor lui Simson ale unui triunghi ABC

se numeste deltoida. Ea are aceleagi simetrii ca un triunghi echilateral.



Anrofundare

CAPITOLUL 2

FUNCTII

Datorita sistemului sau de axe si instrumentului expresie, Cabri Il Plus ne permite si construim usor graficul
unei functii, si sa folosim acest grafic pentru a o studia. Vom studia Tn acest capitol o functie polinomiala de

gradul 3.

foo=x° - 2x + %

Mai intai, sa facem vizibile axele de coordonate, cu [Atribute]Arata Axele é Apoi, sa cream expresia

corespunzitoare pe foaie. O expresie depusa pe foaie poate fi apoi calculatd pentru diferite valori ale
[3x+|

variabilelor sale. Aici, s activam [Text si simboluri]Expresie 2yl si sd introducem x/\3 - 2*x +1/2. Numele

variabilelor admise Tn expresii sunt literele a,b,c,...,z. Sa plasam un punct P pe axa absciselor (cu instrumentul

(x.y)
. . R - . y=N( A
[Puncte]Punct " ). Obtinem coordonatele lui prin [Masurare]Coordonate sau Ecuatie ” “ selectandu-I pe P.

Textul care afiseaza coordonatele este initial atasat lui P, si se va deplasa cu punctul. Cu instrumentul

[Manipulare]Indica k putem sa detasam coordonatele punctului P si sa le plasam oriunde pe foaie. Putem si

sd le corelam din nou apropiindu-le de punct.

P(3.47, 0.00)
xA3-2*x+1/2 xA3-2*x+1/2

Figura 2.1
— [La Stanga]. Observam expresia corespunzatoare functiei de studiat.
[La dreapta]. Plasam un punct P pe axa absciselor si afisam coordonatele lui cu [Masurare]Coordonate sau

Ecuatie.



Sd calculam apoi valoarea lui f(x) unde x reprezinta abscisa lui P. Pentru aceasta, sa activim instrumentul

3x+
2y =

[Masurare]Aplicd o Expresie si sd selectionam abscisa lui P in textul care 1i reprezintd coordonatele.

P(3.47, 0.00)
XA3-2*%+1/2
35.47

Figura 2.2 — Instrumentul [Masurare]Aplica o Expresie este utilizat

pentru a calcula valoarea lui f(x) cdnd x este abscisa lui P.

21
Ducem la loc apoi aceasti valoare pe axa ordonatelor, cu instrumentul [Constructii]Restabilire a masurarii ==,

selectand valoarea de adus la loc, apoi axa ordonatelor. E suficient apoi sa construim paralele la axe care trec

| |
prin aceste doui puncte [Constructii]Drepte paralele =) si obtinem la intersectia lor punctul M de

coordonate (x, f(x)). Pe figura 2.3, |-am deplasat pe P in raport cu pozitia lui din figura 2.2 ca sa aducem

punctul axei ordonatelor obtinut prin restabilire a masurérii T portiunea vizibila a foii.

0.5

P(1.89, 0.00)
xA3-2*x+1/2
3.45

:iFigura 2.3 — Constructia punctului M(x, f(x)).

Graficul functiei este obtinut afisand locul geometric al punctului M cand P descrie axa absciselor. 1l construim

NS

cu instrumentul [Constructii]Loc === selectandu-l pe M apoi pe P. Pentru a potrivi mai bine partea interesanta

10



a graficului functiei, putem deplasa originea reperului si unitatile, prin alunecarea-depunerea originii reperului

sau a unei unitati oarecare.

P(1.72, 0.00)

x"3-2*x+1/2
212

Figura 2.4 — Instrumentul [Constructiilloc permite in final constructia

graficului functiei.

Vom construi o aproximatie a tangentei la curba intr-un punct. Pentru h mic, stim ca

x+h)- f(x—h
fix) ~ fx Jth(‘ )

Din punct de vedere geometric, aceastd aproximatie Tnseamna sa luam ca directie a tangentei la curbd in

punctul de abscisa x, pe aceea a dreptei care leagd punctele de abscisd x-h si x+h. Cu instrumentul [Texte si

simboluri]Numar , luam o valoare pentru h, de exemplu aici 0,3 care convine aici pentru aceste
constructii. Vom putea apoi s o editim pentru a o inlocui cu o valoare mai mica dand o aproximatie mai

buna. Construim apoi un punct A pe axa absciselor si cercul cu centrul A si raza h. Acest cerc se obtine cu

instrumentul [ConstructiilCompas @ selectandu-l pe h apoi pe A. Cele doui intersectii ale cercului cu

centrul A si raza h cu axa absciselor au ca abscise x-h si x+h, dacd x este abscisa lui A. Sa trasim cele trei

drepte paralele cu axa ordonatelor ([Constructii]Dreapta Paralela t:.’/-‘) si trecand prin cele doua puncte de

intersectie si punctul A.
Intersectiile acestor trei drepte cu curba oferd punctele B, B, B ale curbei cu abscisele respective x-h, x si x+h.

Cum figura Tncepe si devind putin complexd, si ascundem elementele care nu ne mai folosesc. Activam

o

=

instrumentul [Atribute]Ascunde/Arata 1 si selectionim elementele de ascuns. Aici, vom ascunde P, M, cele

doui drepte de constructie a lui M, coordonatele lui P si imaginea abscisei lui P prin functie. Obiectele ascunse
&{

nu sunt vizibile sub forma de linii punctate decat atunci cand instrumentul [Atribute] Ascunde/Arata T este

activ. Pentru a face vizibil un obiect ascuns, e suficient si-| selectionam inca o data cu acelasi instrument.

11
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xA3-2*x+1/2 x"3-2*x+1/2
h=0.3 h=0.1

Figura 2.5 — [la
Stangal. Considerdnd intersectia cercului cu centrul A si raza h, construim cele trei puncte ale curbei, de
abscisa x - h, x si x + h.

[La Dreapta]. Aproximarea tangentei in B este atunci paralela la dreapta (B B) trecand prin B.

—"M
Construim aceastd dreapta cu instrumentul [Linii]Dreapta apoi paralela [Constructii]Dreapta Paralela

-
. Ascundem apoi dreapta (B B) si celelalte elemente de constructie pentru a nu mai lasa si se vada decat
h, A, B si tangenta in B. Vedem ca valoarea h = 0,3 oferd deja o foarte buna aproximatie a tangentei. Putem

totusi sa o amelioram micsorandu-| pe h, de exemplu luand 0,0001.

Deplasarea punctului A pe axa permite s determindm vizual cele trei ridacini ale ecuatiei f(x) = 0, cele doui

extreme locale ale lui f i punctul de inflexiune al curbei.

Pentru informare, cele trei solutii ale lui f(x) = 0 sunt aproximativ r = -1,52568, r=0,25865, si r = 1,26703.
Abscisele extremelor sunt e = - \,"'_6/3: -0,81649sie = \,"'_6/3 = 0,81649. Punctul de inflexiune are drept

1
coordonate (0; 7).

Exercitiul 3 — Utilizand panta tangentei, trasati graficul functiei derivate.

Exercitiul 4 — Tangenta taie axa absciselor intr-un punct A’ de abscisa x’, care este in general o mai buna
aproximatie a radacinii decat x daca A este deja in apropierea unei radicini a lui f(x) = 0. Aceasta constatare sta
la baza metodei iterative a lui Newton — Raphson- pentru a gési o radacina a unei ecuatii. Construiti-l pe A,

apoi pe iteratul lui, A” prin aceeasi metoda, apoi studiati pozitia lui A” in functie de cea a lui A. In particular,

putem gasi doud pozitii ale lui A, altele decat cele trei radacini, pentru care A” revine in A.

' Sir Isaac Newton, 1643-1727
* Joseph Raphson, 1648-1715

12



Pentru informare, sunt cele doud radacini reale ale unui polinom de gradul 6, egale cu aproximativ 0,56293 si
0,73727. Vedem si cd o alegere proasta a lui A poate fi in dezacord cu metoda, aducandu-I pe A”in unul dintre

cele doui puncte in care derivata este nula.

Xx"3-2*x+1/2

i

0.5

/

plecand de la punctul A.

Figura 2.6 — Primele doud iteratii ale metodei lui Newton-Raphson

3x+
2y =

Noti: acelasi grafic se obtine direct cu ajutorul instrumentului [Masurare]Aplica o Expresie . Selectionati

mai Tntdi expresia apoi una dintre cele doua axe.

13



Anrofundare

CAPITOLUL 3

PAVAJE

Vom construi cateva pavaje ale planului prin poligoane. Sd incepem cu cateva definitii simplificate, dar
suficiente pentru ceea ce va urma. Cititorul interesat se va raporta la lucrarea de referintd Tilings and Patterns
de Branko Griinbaum si G. C. Shephard, Freeman 1987. Exista si un mare numar de site-uri Internet despre

pavaje si grupurile de simetrie.

Spunem ca un ansamblu de parti inchise ale planului este un pavaj a planului daci partile sunt disjuncte doua
cate dous, si reuniunea tuturor partilor este planul intreg. Aceste parti se numesc placile pavajului. Intersectia a
douad placi, care nu este redusa la un punct, se numeste latura a pavajului, iar intersectia a doud sau mai multe

placi redusa la un punct se numeste varf al pavajului.

Pentru un pavaj P, notaim S(P) multimea izometriilor f ale planului astfel incat imaginea oricarei placi a lui P
prin f este o placa a lui P. S(P) este un grup, numit grupul simetriilor pavajului. Trebuie analizate mai multe
cazuri pentru acest grup:

*  S(P) nu contine nicio translatie. S(P) este atunci izomorf cu un grup ciclic, eventual redus la
identitate, generat de o rotatie de unghi 2a/n, sau cu un grup diedral, grupul simetriilor unui
poligon regulat cu n laturi.

*  S(P) contine translatii de vectori toti coliniari. S(P) este atunci izomorf cu unul dintre cele 7
grupuri de frize.

*  S(P) contine doua translatii de vectori necoliniari. Atunci S(P) este izomorf cu unul dintre cele 17

grupuri cristalografice si pavajul este numit periodic.

Daci toate plicile pavajului pot fi obtinute prin izometrie pornind de la o singura placi, spunem ca pavajul
este monoedral. Ne intereseaza aici numai cazul pavajelor monoedrale in care placile sunt poligoane. Mai

ntai vom construi un pavaj monoedral in care o placa este un triunghi oarecare.
Sa construim un triunghi ABC oarecare cu ajutorul instrumentului [Linii] Triunghi !, apoi mijlocul / al uneia

ot
dintre laturi, de exemplu [BC], cu instrumentul [ConstructiilMijloc L Fie D simetricul lui A in raport cu /,

obtinut cu instrumentul [Transformari]Simetrie Centrala selectind mai intdi obiectul de transformat A,

apoi centrul de simetrie /.

14



A

B Figura 3.1 — Construim simetricul unui triunghi ABC in raport cu

mijlocul uneia dinte laturile sale (aicilBC]). Obginem atunci un paralelogram ABDC.

Patrulaterul ABDC este un paralelogram si putem sa-| utilizam pentru a pava planul. Construim cei doi vectori

0

—_— —
AB i AC cu instrumentul [Linii]Vector

translatie, cu instrumentul [Transformari]Translatie

A

B

—_— —
Figura 3.2 — Constructia imaginilor celor doua triunghiuri prin translatiile de vectori AB i AC.

Acelasi demers permite pavarea planului cu un patrulater oarecare, convex sau nu, dar neincrucisat. Luim

simetricul patrulaterului in raport cu mijlocul unei laturi si obtinem un hexagon cu laturile paralele doui cate

dous, care paveazi planul prin translatie.

—

, apoi 1i utilizim pentru a duplica triunghiurile ABC si BCD prin

15



Figura 3.3 - Acelasi tip de constructie permite pavarea planului cu un patrulater oarecare, eventual neconvex

din moment ce raméne neincrucisat.

Cazul celorlalte poligoane convexe este mult mai complex. Plecand de la 7 laturi, putem demonstra ca nici un
poligon convex nu poate pava planul. Exista 3 tipuri de hexagoane convexe care paveazi planul si cel putin 14
tipuri de pentagoane convexe care paveazi planul, fiecare tip fiind definit printr-un ansamblu de constrangeri
asupra unghiurilor si a lungimii laturilor. In cazul pentagoanelor, nu se stie la ora actuald daca cele 14 tipuri
cunoscute ofera toate solutiile problemei. Ultimul tip cunoscut a fost descoperit in 1985. Nici problema

pentagoanelor neconvexe nu este rezolvatd din cate stim.

Exercitiul 5 - Construiti un pentagon convex ABCDE verificind constrangerile urmatoare: unghiul din A are
miasura A = 60°, unghiul din C are masura € = 120°, AB = AE, CB = CD. Aceste constrangeri nu determina
un pentagon unic, ci o familie de pentagoane. Numarul de puncte libere ale constructiei va fi deci de cel putin

trei.

Figura 3.4 — Constructia unui pentagon verificind constrangerile A= 60°, C= 120°,

AB = AE, CB = CD. Punctele A, B si C sunt libere in plan.

16
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Prin rotatii succesive ale centrului A si ale unghiului de 60° (instrumentul [Transformari|Rotatie E care

necesita obiectul de transformat, un unghi si un centru) construiti o ,floare” de 6 pentagoane. Unghiul este un

2.1]

numdr pus pe foaie cu instrumentul [Text si Simboluri]Numar

Figura 3.5 — Pentagonul de baza este reprodus prin rotatia centrului A si a unghiului de 60°, pentru a forma o

,floare” cu sase petale.

Florile pot fi atunci asamblate prin translatie pentru a pava planul. Pavajul obtinut este tipul 5 al clasificarii date
in Tilings and Patterns. A fost publicat de K. Reinhardt in 1918. Acest pavaj nu este numai monoedral, adica
toate placile sunt identice in afara izometriei, ci n plus izoedral: toate placile joaca acelasi rol in pavaj. Mai
precis, dacd o izometrie transforma o placa intr-o altd placa a pavajului, atunci ea face parte din grupul de

simetrii al pavajului.

Figura 3.6 — Florile sunt asamblate prin translatie pentru a acoperi planul.

Exercitiul 6 — Construiti un pentagon ABCDE verificand constrangerile:

E—90°, A1 D =180°,2B8 -D =180°, C + D =360°, FA = ED = AB + CD.



B

E A

Figura 3.7 — Pentagon de tipul 10 dupa clasificarea din Tilings and Patterns. Acest pentagon serveste drept
baza pentru un pavaj monoedral al planului. Punctele E si A sunt libere in plan si punctul | este liber pe un arc

de cerc.

Pavajul este realizat ficand mai intdi trei copii ale placii prin rotatii succesive de 90° in jurul lui £, pentru a
obtine un patrat trunchiat. Apoi aceste patrate sunt alaturate Tn benzi prin translatie intr-o directie. Benzile de

patrate sunt separate prin benzi de pentagoane, ca in figura de mai jos.

N

Figura 3.8 — Pavaj monoedral prin pentagoane convexe. Acest pavaj se datoreaza lui Richard E. James lll, ca
urmare a publicdrii unui articol al lui Martin Gardner in Scientific American in 1975. Puteti gdsi acest articol

completat in Time travel and other mathematical bewilderments, Martin Gardner, Freeman 1987.
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